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Перелiк умовних позначень

N — множина натуральних чисел

R — множина дiйсних чисел

C — простiр 2π-перiодичних неперервних функцiй з нормою

∥f∥C = max
x∈R

|f (x)|

L — простiр 2π-перiодичних сумовних функцiй з нормою ∥f∥L =
π∫

−π
|f(x)|dx

W r — клас Соболєва: множина 2π-перiодичних функцiй, якi мають абсолютно

неперервнi похiднi до (r − 1)-го порядку включно, r ∈ N , та ess sup
x∈R

∣∣∣f (r) (x)∣∣∣ ≤
1

Aρ(f, x) =
1
π

π∫
−π

f(x + t)

{
1
2 +

∞∑
k=1

ρk cos kt

}
dt, де 0 ≤ ρ < 1, f ∈ L — гармо-

нiйний iнтеграл Пуассона функцiї f

E (N, Aρ)X = sup
f∈N

∥f (·)− Aρ (f, ·)∥X — верхня межа вiдхилення функцiй з

класу N вiд їх гармонiйних iнтегралiв Пуассона в нормi простору X

Kn = 4
π

∞∑
m=0

(−1)
m(n+1)

(2m+1)n+1 , n = 0, 1, 2, ... — константи Н.I. Ахiєзера – М.Г. Крейна

– Ж. Фавара

K̃n = 4
π

∞∑
m=0

(−1)
mn

(2m+1)n+1 , n ∈ N — константи Н.I. Ахiєзера – М.Г. Крейна –

Ж. Фавара
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Вступ

У данiй роботi вивчаються асимптотичнi розклади верхнiх меж наближень

функцiй з класiв Соболєва W 2 та W 3 їх гармонiйними iнтегралами Пуассона.

Актуальнiсть теми. На теперiшнiй час у галузi теорiї апроксимацiї роз-

роблено багато методiв наближення тригонометричними полiномами у про-

сторах перiодичних функцiй. Серед лiнiйних методiв слiд видiлити такi, що

визначаються числовими матрицями (методи Фейєра, Валле-Пуссена, Зи-

гмунда, Рогозинського, Рiсса, Коровкiна, тощо) i такi, що визначаються мно-

жиною функцiй (методи наближення гармонiйними iнтегралами Пуассона).

Апроксимативнi властивостi методу наближення гармонiйними iнтеграла-

ми Пуассона Aρ(f, x) на класах Соболєва W r, r ∈ N дослiджувались в робо-

тах багатьох математикiв: В.П. Натансона, О.П. Тiмана, Б. Надя, Е.Л. Штар-

ка, В.О. Баскакова, Л.П. Фалалеєва та iнших. Ними були отриманi точнi (при

0 ≤ ρ < 1) рiвностi для величин

E (W r, Aρ)C = sup
f∈W r

∥f (x)− Aρ (f, x)∥C

для довiльного r ∈ N , а також асимптотичний розклад цiєї величини при

r = 1. Зокрема, Е.Л. Штарк знайшов асимптотичний розклад характеристи-

ки E
(
W 1, Aρ

)
C

при ρ → 1−, що дозволяє виписувати константи, якi вiдпо-

вiдають асимптотичним доданкам будь-якої степенi малостi.

В той же час, питання про знаходження асимптотичних розкладiв апро-
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ксимативних характеристик E (W r, Aρ)C при r ≥ 2 та ρ→ 1− на даний час є

менш висвiтленим. Зокрема, не було окремо виписаних таких розкладiв для

класiв W 2 та W 3.

Об’єктом дослiдження є апроксимативнi властивостi методу наближення

перiодичних функцiй гармонiйними iнтегралами Пуассона

Aρ(f, x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ t)

12 +
∞∑
k=1

ρk cos kt

 dt, 0 ≤ ρ < 1, f ∈ L.

Предметом дослiдження є асимптотична поведiнка верхнiх меж набли-

жень функцiй з класiв W 2 та W 3 їх гармонiйними iнтегралами Пуассона при

ρ→ 1−.

Мета роботи. Виписати асимптотичнi розклади величин E (W r, Aρ)C при

r = 2, 3 та ρ → 1−, а також виписати точнi значення цих величин при

0 ≤ ρ < 1.

Методи дослiдження. У роботi застосовуються загальнi методи мате-

матичного аналiзу у поєднаннi iз спецiальними методами теорiї наближення

функцiй, що розвиненi у роботах О.I. Степанця, О.П. Тiмана, Е.Л. Штарка.

Зокрема, при знаходженнi асимптотичних розкладiв використовується технi-

ка, що розроблена Е.Л. Штарком для побудови асимптотичного розкладу

величини E
(
W 1, Aρ

)
C
, в поєднаннi з методами, розробленими О.П. Тiманом

для знаходження точних значень величин E (W r, Aρ)C .

Наукова новизна результатiв. В данiй магiстерськiй роботi окремо

виписанi асимптотичнi розклади для величин E (W r, Aρ)C при r = 2, 3 та

ρ→ 1−, що узагальнюють вiдомий результат Е.Л. Штарка для класу W 1.

Практичне значення результатiв. Результати роботи носять теоре-

тичний характер. Вони, а також методика їх отримання, можуть бути ви-
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користанi при подальшому вивченнi питань теорiї наближення функцiй.

Зокрема, розроблений спосiб вiдшукання асимптотичних розкладiв величин

E (W r, Aρ)C може бути використаний для iнших значень r та iнших лiнiйних

методiв наближення.

Структура роботи. Робота складається з перелiку умовних позначень,

вступу, двох роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел.

Перший роздiл носить оглядовий характер. В ньому проводиться огляд лi-

тератури, висвiтлюються основнi аспекти розвитку наукової думки у напрям-

ку наближення диференцiйовних функцiй лiнiйними методами та, зокрема,

гармонiйними iнтегралами Пуассона.

Другий роздiл присвячений дослiдженню наближення функцiй класiв W 2

та W 3 їх гармонiйними iнтегралами Пуассона. Основна увага придiляється

знаходженню асимптотичних розкладiв верхнiх меж наближень при ρ→ 1−

та точних значень при 0 ≤ ρ < 1.

У пiдроздiлi 2.1 формулюється задача, наводяться необхiднi позначення

та означення асимптотичного розкладу.

У пiдроздiлi 2.2 виписанi асимптотичнi розклади верхнiх меж наближення

функцiй класiв W 2 та W 3 їх гармонiйними iнтегралами Пуассона.

Основним твердженням цього пiдроздiлу є наступна теорема.

Теорема 2.1. Мають мiсце наступнi асимптотичнi розклади:

E (W r, Aρ)C
∼=


2
π

∞∑
k=1

{
α3k (1− ρ)k ln 1

1−ρ + β3k (1− ρ)k
}
, r = 3,

4
π

∞∑
k=1

γ2k (1− ρ)k, r = 2,
(0.1)

де при k ∈ N коефiцiєнти α3k, β
3
k та γ2k обчислюються за допомогою ре-



7

курентних формул, що виражаються через значення спецiальних функцiй

φ3(ρ) та ψ2(ρ) i константи Н.I. Ахiєзера – М.Г. Крейна – Ж. Фавара.

Асимптотичний розклад величини E
(
W 1, Aρ

)
C

був отриманий в роботi

Е.Л. Штарка [12].



Роздiл 1

Огляд лiтератури

1.1. Наближення диференцiйовних функцiй лiнiйними методами
пiдсумовування рядiв Фур’є

На теперiшнiй час у галузi теорiї апроксимацiї розроблено багато лiнiйних ме-

тодiв наближення тригонометричними полiномами у просторах перiодичних

функцiй.

Початок дослiджень апроксимативних властивостей лiнiйних методiв вiд-

носно класiв диференцiйовних функцiй був покладений в роботi А.М. Кол-

могорова [13], який показав, що

E (W r, Sn) = sup
f∈W r

∥f (x)− Sn (f ;x)∥C =
4

π2
lnn

nr
+O

(
n−r

)
(1.1)

де Sn (f ;x) – частиннi суми порядку n ряду Фур’є функцiї f .

Наступний iстотнiй крок в знаходженнi величин типу (1.1) належить

С.М. Нiкольському [4]–[5], який узагальнив вище вказанi результати на бiльш

широкi класи функцiй. Цi дослiдження Колмогорова i Нiкольського поклали

початок новому напрямку в теорiї наближення функцiй i в теорiї рядiв Фур’є.

Б. Надем [14]–[15], С.Б. Стєчкiним [7]–[8], С.О. Теляковським [8]–[9],

Л.I. Баусовим [1] та iншими були розробленi методи, що дозволяють
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розв’язувати задачу Колмогорова-Нiкольського на класах Соболєва W r для

широкого класу лiнiйних методiв пiдсумовування рядiв Фур’є.

1.2. Наближення диференцiйовних функцiй гармонiйними iнте-
гралами Пуассона

Апроксимативнi властивостi методу наближення гармонiйними iнтегралами

Пуассона Aρ(f, x) на класах Соболєва W r, r ∈ N дослiджувались в роботах

В.П. Натансона [3], О.П. Тiмана [10], Б. Надя [16], Е.Л. Штарка [12], В.О. Ба-

скакова [2], Л.П. Фалалеєва [11] та iнших.

I.П. Натансон [3] розв’язав задачу Колмогорова-Нiкольського на класi W 1

для гармонiйного iнтеграла Пуассона:

E
(
W 1, Aρ

)
C
=

2

π
(1− ρ) |ln (1− ρ)|+O (1− ρ) , ρ→ 1− . (1.2)

В роботi [10] О.П. Тiман одержав точнi значення апроксимативних хара-

ктеристик E (W r, Aρ)C для довiльного r ∈ N при 0 ≤ ρ < 1:

E (W r, A0)C = Kr;

E
(
W 1, Aρ

)
C
=

2

π
(1− ρ) ln

1

1− ρ
+ ερ, (1.3)

ερ =
2

π

1−ρ∫
0

{
1

1− t
ln

2− t

tt
+ 1

}
dt,

при 0 < ρ < 1. Для парних r маємо:
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E (W r, Aρ)C =
r/2∑
i=1

1

(2i− 1)!
K̃r−2i+1 ln

2i−1 1

ρ
−

(r−2)/2∑
i=1

1

(2i)!
Kr−2i ln

2i 1

ρ
− αrρ,

αrρ =
4

π

1∫
ρ

1∫
tr

...
1∫

t2

1

t1t2...tr
ln

1 + t1
1− t1

dt1dt2...dtr, (1.4)

а для непарних r:

E (W r, Aρ)C =
(r−1)/2∑
i=1

1

(2i− 1)!
K̃r−2i+1 ln

2i−1 1

ρ
−

(r−1)/2∑
i=1

1

(2i)!
Kr−2i ln

2i 1

ρ
+ βrρ,

βrρ =
2

π

1∫
ρ

1∫
tr

...
1∫

t2

arctg t1
t1t2...tr

dt1dt2...dtr, (1.5)

де Kn i K̃n – константи Н.I. Ахiєзера – М.Г. Крейна – Ж. Фавара:

Kn =
4

π

∞∑
m=0

(−1)m(n+1)

(2m+ 1)n+1
, n = 0, 1, 2, ...; K̃n =

4

π

∞∑
m=0

(−1)mn

(2m+ 1)n+1
, n ∈ N.

Зокрема, для класiв W 2 та W 3 формули Тiмана дають:

E
(
W 2, Aρ

)
C
= K1 ln

1

ρ
− β2ρ, β2ρ =

2

π

1∫
ρ

1∫
t2

arctg t1
t1t2

dt1dt2,

E
(
W 3, Aρ

)
C
=

1

2
K2 ln

2 1

ρ
+ α3ρ, α3ρ =

4

π

1∫
ρ

1∫
t3

1∫
t2

1

t1t2t3
ln

1 + t1
1− t1

dt1dt2dt3.

О.П. Тiман також зауважив, що при ρ→ 1−:
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ερ =
2

π
(1 + ln 2)(1− ρ) + o(1− ρ),

αrρ = O ((1− ρ)r) , βrρ = O

(
(1− ρ)r ln

1

1− ρ

)
.

Рiвностi (1.2) i (1.3) при ρ → 1− дозволяють виписувати константи, що

вiдповiдають асимптотичному доданку найменшої степенi малостi.

Важливий крок було зроблено в роботi Е.Л. Штарка [12], де знайдено

асимптотичний розклад характеристики E
(
W 1, Aρ

)
C
, що дозволяє випису-

вати константи, якi вiдповiдають асимптотичним доданкам будь-якої степенi

малостi:

E
(
W 1, Aρ

)
C
∼=

2

π

∞∑
k=1

{
αk (1− ρ)k ln

1

1− ρ
+ βk (1− ρ)k

}
, (1.6)

де

αk =
1

k
, βk =

1

k

1
k
+ ln 2−

k−1∑
i=1

2−i

i

 .
Однак, питання про знаходження асимптотичних розкладiв ве-

личин E (W r, Aρ)C при конкретних значеннях r = 2, 3 є менш висвi-

тлене. Зокрема, не було виписано асимптотичних розкладiв для класiв W 2

та W 3, хоча точнi значення цих величин при 0 ≤ ρ < 1 були вiдомi з роботи

О.П. Тiмана.

Метою даної роботи є заповнення цiєї прогалини шляхом знаходження

асимптотичних розкладiв для класiв W 2 (парний випадок) та W 3 (непар-

ний випадок), що дозволить узагальнити результат Е.Л. Штарка на випадки

вищих порядкiв диференцiйовностi.



Роздiл 2

Наближення функцiй класiв W 2 та W 3

їх гармонiйними iнтегралами Пуассона

2.1. Постановка задачi та деякi допомiжнi твердження

НехайW r, r = 2, 3 — множина 2π-перiодичних функцiй, якi мають абсолютно

неперервнi похiднi до (r − 1)-го порядку включно i ess sup
x∈R

∣∣∣f (r) (x)∣∣∣ ≤ 1.

Для 2π-перiодичної сумовної на перiодi функцiї f через Aρ (f, x) будемо

позначати гармонiйний iнтеграл Пуассона, тобто при 0 ≤ ρ < 1

Aρ(f, x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ t)

12 +
∞∑
k=1

ρk cos kt

 dt. (2.1)

В цьому роздiлi вивчається поведiнка величин

E (W r, Aρ)C = sup
f∈W r

∥f (x)− Aρ (f, x)∥C (2.2)

при 0 ≤ ρ < 1 для r = 2, 3.

Якщо в явному виглядi знайдена функцiя g (ρ) = g (W r; ρ) така, що при

ρ→ 1−

E (W r, Aρ)C = g (ρ) + o (g (ρ)) , (2.3)
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то наслiдуючи О.I. Степанця [6, с. 198] будемо казати, що розв’язана задача

Колмогорова-Нiкольського для класу W r i наближаючого агрегату Aρ.

Формальний ряд
∞∑
n=0

gn (ρ) називається асимптотичним розкладом або

асимптотикою функцiї f (ρ) при ρ→ 1−, якщо для довiльного натурально-

го N , при ρ→ 1−

f (ρ) =
N∑
n=0

gn (ρ) + o (gN (ρ)) (2.4)

i для всiх n

|gn+1 (ρ)| = o (|gn (ρ)|) . (2.5)

Коротко будемо це записувати наступним чином

f (ρ) ∼=
∞∑
n=0

gn (ρ).

В даному роздiлi розглянутi асимптотичнi розклади величин (2.2), а також

значення цих величин при 0 ≤ ρ < 1 для випадкiв r = 2 та r = 3.

Встановимо наступнi твердження, що стосуються асимптотичних розкла-

дiв спецiальних функцiй

ψ2 (ρ) =
1∫
ρ

t2∫
0

arctg t1
t1t2

dt1dt2 (2.6)

та

φ3 (ρ) =
1∫
ρ

t3∫
0

t2∫
0

1

t1t2t3
ln

1 + t1
1− t1

dt1dt2dt3, (2.7)

через якi виражаються оцiнки величин E
(
W 2, Aρ

)
C

та E
(
W 3, Aρ

)
C

вiдповiд-

но.
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Лема 2.1. Для функцiї φ3 (ρ), справедливий наступний асимптотичний

розклад:

φ3 (ρ) ∼=
∞∑
k=1

{
α3k (1− ρ)k ln

1

1− ρ
+ β3k (1− ρ)k

}
,

де при k ∈ N

α3k =
(−1)k

k!
ak3, (2.8)

β3k =
(−1)k

k!


2∑

i=1
φ3−i (0) a

k
i + ak3

ln 2 + k∑
i=1

1

i

+ S3
k

, (2.9)

φn (0) =


π/2Kn, n− непарне,

π/2K̃n, n− парне,

де Kn i K̃n константи Н.I. Ахiєзера - М.Г. Крейна - Ж. Фавара:

Kn =
4

π

∞∑
m=0

(−1)m(n+1)

(2m+ 1)n+1
, n = 0, 1, 2, ...; K̃n =

4

π

∞∑
m=0

(−1)mn

(2m+ 1)n+1
, n ∈ N,

S3
k =


0, k ≤ 3,
k∑

i=4

ak
i

2i−3 +
k−3∑
i=1

Ak−1
i ak−i

3 , k > 3,

aji =



0, i > j,

(−1)j (j − 1)!, i = 1,

aj−1
i−1 − aj−1

i (j − 1) , i ≤ j ≤ 3,

aj−1
i−1 − aj−1

i (j − 2) , 4 = i ≤ j,

− (i− 4) aj−1
i−1 − aj−1

i (j − i+ 2) , 4 < i ≤ j,

(2.10)

An
k = (−1)k−1 n (n− 1) ... (n− k + 1)

k
. (2.11)
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Доведення. Нехай

φ3(ρ) = α31(1− ρ) ln
1

1− ρ
+ o

(
(1− ρ) ln

1

1− ρ

)
.

Тодi

α31 = − lim
ρ→1−

φ3(ρ)

(1− ρ) ln(1− ρ)
.

А якщо

φ3(ρ) = α31(1− ρ) ln
1

1− ρ
+ β31(1− ρ) + o (1− ρ) ,

то

β31 = lim
ρ→1−

φ3(ρ) + α31 (1− ρ) ln(1− ρ)

1− ρ
.

Таким чином, згiдно з умовами (2.4) i (2.5), можливiсть асимптотичного

розкладу функцiї φ3 (ρ) у виглядi

φ3 (ρ) ∼=
∞∑
k=1

{
α3k (1− ρ)k ln

1

1− ρ
+ β3k (1− ρ)k

}
, (2.12)

рiвносильна тому, що коефiцiєнти α3k i β3k пов’язанi з функцiєю φ3 (ρ) спiв-

вiдношеннями

α3k = lim
ρ→1−

−1

(1− ρ)k ln (1− ρ)
×

×

φ3 (ρ) +
k−1∑
j=1

[
α3j (1− ρ)j ln (1− ρ)− β3j (1− ρ)j

], (2.13)

β3k = lim
ρ→1−

1

(1− ρ)k

{
φ3 (ρ) + α3k (1− ρ)k ln (1− ρ)+

+
k−1∑
j=1

[
α3j (1− ρ)j ln (1− ρ)− β3j (1− ρ)j

] (2.14)
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(для перевiрки умов (2.4) i (2.5) потрiбно покласти g2k−1 = α3k (1− ρ)k ln 1
1−ρ

i g2k = β3k (1− ρ)k).

Отже, для доведення леми 2.1 достатньо лише показати, що α3k та β3k зна-

йденi iз (2.13), (2.14) мають вигляд (2.8), (2.9).

Застосовуючи правила Лопiталя k раз до невизначеностей виду 0/0 при

k = 1, отримаємо:

α31 = lim
ρ→1−

−φ3 (ρ)

(1− ρ) ln (1− ρ)
=

= lim
ρ→1−

−1

(1 + ln (1− ρ)) ρ

ρ∫
0

t2∫
0

1

t1t2
ln

1 + t1
1− t1

dt1dt2 = 0.

β31 = lim
ρ→1−

φ3 (ρ)

1− ρ
= lim

ρ→1−
1

ρ

ρ∫
0

t2∫
0

1

t1t2
ln

1 + t1
1− t1

dt1dt2 = φ2 (0) ,

при k = 2

α32 = lim
ρ→1−

−φ3(ρ) + φ2(0)(1− ρ)

(1− ρ)2 ln (1− ρ)
=

= lim
ρ→1−

1

−2(1− ρ) ln(1− ρ)− (1− ρ)
×

×

1ρ
ρ∫
0

t2∫
0

1

t1t2
ln

1 + t1
1− t1

dt1dt2 − φ2(0)

 =

= lim
ρ→1−

1

2 ln(1− ρ) + 3

−1

ρ2

ρ∫
0

t2∫
0

1

t1t2
ln

1 + t1
1− t1

dt1dt2+

+
1

ρ2

ρ∫
0

1

t1
ln

1 + t1
1− t1

dt1

 = 0.

β32 = lim
ρ→1−

φ3(ρ)− φ2(0)(1− ρ)

(1− ρ)2
=
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= lim
ρ→1−

1

−2(1− ρ)

−1

ρ

ρ∫
0

t2∫
0

1

t1t2
ln

1 + t1
1− t1

dt1dt2 + φ2(0)

 =

= lim
ρ→1−

1

2

 1

ρ2

ρ∫
0

t2∫
0

1

t1t2
ln

1 + t1
1− t1

dt1dt2−

− 1

ρ2

ρ∫
0

1

t1
ln

1 + t1
1− t1

dt1

 =
1

2
(φ2(0)− φ1(0)) .

а при k ≤ 2, враховуючи, що

dkφ3 (ρ)

dρk
=
ak1
ρk

ρ∫
0

t2∫
0

1

t1t2
ln

1 + t1
1− t1

dt1dt2 +
ak2
ρk

ρ∫
0

1

t1
ln

1 + t1
1− t1

dt1+

+
ak3
ρk

ln
1 + ρ

1− ρ
+

ak4
ρk−1

(
1

1 + ρ
+

1

1− ρ

)
+

ak5
ρk−2

 1

(1 + ρ)2
− 1

(1− ρ)2

+

+...+
akk
ρ3

 1

(1 + ρ)k−3 +
(−1)k−2

(1− ρ)k−3

 , (2.15)

де через aki , i = 1, k позначено коефiцiєнти, що визначаються послiдовно за

рекурентними формулами (2.10), i

dk

dρk

(
(1− ρ)k ln (1− ρ)

)
= (−1)k k!

ln (1− ρ) +
k∑

i=1

1

i

 , (2.16)

маємо:

α3k = lim
ρ→1−

−1

(−1)k k!

(
ln (1− ρ) +

k∑
i=1

1
i

)×

×

a
k
1

ρk

ρ∫
0

t2∫
0

1

t1t2
ln

1 + t1
1− t1

dt1dt2 +
ak2
ρk

ρ∫
0

1

t1
ln

1 + t1
1− t1

dt1

 = 0,
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β3k = lim
ρ→1−

1

(−1)k k!

a
k
1

ρk

ρ∫
0

t2∫
0

1

t1t2
ln

1 + t1
1− t1

dt1dt2+

+
ak2
ρk

ρ∫
0

1

t1
ln

1 + t1
1− t1

dt1

 =
2∑

i=1
φ3−i (0) a

k
i .

У випадку, коли k = 3, застосувавши спiввiдношення (2.16), отримаємо:

α33 = lim
ρ→1−

−d3φ3(ρ)
dρ3

(−1)3 3!

(
ln (1− ρ) +

3∑
i=1

1
i

) ,

β33 =
1

(−1)3 3!
lim

ρ→1−

d3φ3 (ρ)

dρ3
+ α33 (−1)3 3!

ln (1− ρ) +
3∑

i=1

1

i

 .

Звiдси, згiдно (2.15)

α33 = lim
ρ→1−

−1

(−1)3 3!

(
ln (1− ρ) +

3∑
i=1

1
i

)×

×

a
3
1

ρ3

ρ∫
0

t2∫
0

1

t1t2
ln

1 + t1
1− t1

dt1dt2 +
a32
ρ3

ρ∫
0

1

t1
ln

1 + t1
1− t1

dt1 +
a33
ρ3

ln
1 + ρ

1− ρ

 =
a33

(−1)3 3!
,

β33 =
1

(−1)33!
lim

ρ→1−

a
3
1

ρ3

ρ∫
0

t2∫
0

1

t1t2
ln

1 + t1
1− t1

dt1dt2+

+
a32
ρ3

ρ∫
0

1

t1
ln

1 + t1
1− t1

dt1 +
a33
ρ3

ln
1 + ρ

1− ρ
+ a33

ln(1− ρ) +
3∑

i=1

1

i


 =

=
1

(−1)3 3!

 2∑
i=1

φ3−i (0)a
3
i + a33

ln 2 + 3∑
i=1

1

i

 .
Розглянемо тепер випадок, коли k > 3. Для цього будуть потрiбнi такi

спiввiдношення
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dk

dρk
{(1− ρ)µ ln (1− ρ)} =

(−1)µ+1 µ! (k − µ− 1)!

(1− ρ)k−µ (k > µ ≥ 0) , (2.17)

що випливає iз (2.16) та

lim
ρ→1−

k−3∑
i=1

aki+3 (−1)i+1

ρk−i
− ak−i

3 (i− 1)!

 1

(1− ρ)i
=

k−3∑
i=1

Ak−1
i ak−i

3 , (2.18)

де aji пов’язанi мiж собою спiввiдношеннями (2.10). Для встановлення (2.18)

достатньо здiйснити граничний перехiд при ρ→ 1− в спiввiдношеннi

k−3∑
i=1

aki+3 (−1)i+1

ρk−i
− ak−i

3 (i− 1)!

 1

(1− ρ)i
=

=
k−1∑

ik−3=1

ak−1
3 0!−

ik−3−1∑
ik−4=1

ak−2
3 1!− ...−

i2−1∑
i1=1

a33 (k − 4)!

 ...
 ρik−3−k.

та зауважити, що

k−1∑
i1=1

i1−1∑
i2=1

...
im−1−1∑
im=1

1 =
(k − 1) (k − 2) ... (k −m)

m!
, m ≤ k − 1.

Iз (2.17) i (2.18), формул (2.13), (2.14) для обчислення α3k i β3k пiсля спро-

щень отримуємо при k = 4

α34 = lim
ρ→1−

−1

(−1)4 4!

(
ln (1− ρ) +

4∑
i=1

1
i

)×

×

a
4
1

ρ4

ρ∫
0

t2∫
0

1

t1t2
ln

1 + t1
1− t1

dt1dt2 +
a42
ρ4

ρ∫
0

1

t1
ln

1 + t1
1− t1

dt1+

+
a43
ρ4

ln
1 + ρ

1− ρ
+
a44
ρ3

(
1

1 + ρ
+

1

1− ρ

)
+ α33

(−1)43!

1− ρ

 =
a43

(−1)44!
,
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i

β34 = lim
ρ→1−

1

(−1)4 4!

a
4
1

ρ4

ρ∫
0

t2∫
0

1

t1t2
ln

1 + t1
1− t1

dt1dt2

+
a42
ρ4

ρ∫
0

1

t1
ln

1 + t1
1− t1

dt1 +
a43
ρ4

ln
1 + ρ

1− ρ
+
a44
ρ3

(
1

1 + ρ
+

1

1− ρ

)
−

−a33
1

1− ρ
+ a43

ln (1− ρ) +
4∑

i=1

1

i

 =

=
1

(−1)44!


2∑

i=1
φ3−i(0)a

4
i + a43

ln 2 + 4∑
i=1

1

i

+
a44
2

 ,
а при k > 3 враховуючи, що

k−1∑
j=3

aj3
(k − j − 1)!

(1− ρ)k−j
=

k−3∑
j=1

ak−j
3

(j − 1)!

(1− ρ)j
,

отримаємо

α3k = lim
ρ→1−

−1

(−1)k k!

(
ln (1− ρ) +

k∑
i=1

1
i

)×

×

a
k
1

ρk

ρ∫
0

t2∫
0

1

t1t2
ln

1 + t1
1− t1

dt1dt2

+
ak2
ρk

ρ∫
0

1

t1
ln

1 + t1
1− t1

dt1 +
ak3
ρk

ln
1 + ρ

1− ρ
+

+
ak4
ρk−1

(
1

1 + ρ
+

1

1− ρ

)
+

ak5
ρk−2

 1

(1 + ρ)2
− 1

(1− ρ)2

+ ...+

+
akk
ρ3

 1

(1 + ρ)k−3
+

(−1)k−2

(1− ρ)k−3

−
k−1∑
j=3

aj3
(k − j − 1)!

(1− ρ)k−j

 =
ak3

(−1)k k!
,
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i

β3k = lim
ρ→1−

1

(−1)k k!

a
k
1

ρk

ρ∫
0

t2∫
0

1

t1t2
ln

1 + t1
1− t1

dt1dt2

+
ak2
ρk

ρ∫
0

1

t1
ln

1 + t1
1− t1

dt1 +
ak3
ρk

ln
1 + ρ

1− ρ
+

+
ak4
ρk−1

(
1

1 + ρ
+

1

1− ρ

)
+

ak5
ρk−2

 1

(1 + ρ)2
− 1

(1− ρ)2

+ ...+

+
akk
ρ3

 1

(1 + ρ)k−3
+

(−1)k−2

(1− ρ)k−3

−
k−1∑
j=3

aj3
(k − j − 1)!

(1− ρ)k−j
+

+ak3

ln(1− ρ) +
k∑

i=1

1

i

 =

=
1

(−1)k k!


2∑

i=1
φ3−i (0) a

k
i + ak3

ln 2 + k∑
i=1

1

i

+
k∑

i=4

aki
2i−3

+
k−3∑
i=1

Ak−1
i ak−i

3

.

Лема 2.1 доведена.

Лема 2.2. Для функцiї ψ2 (ρ) справедливий наступний асимптотичний

розклад:

ψ2 (ρ) ∼=
∞∑
k=1

γ2k (1− ρ)k,

де при k ∈ N

γ2k =
(−1)k

k!

{
ψ1 (0) b

k
1 + ψ0 (0) b

k
2 + σ2k

}
, (2.19)

ψn (0) =


π/4Kn, n− парне,

π/4K̃n, n− непарне,
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де Kn i K̃n константи Н.I. Ахiєзера - М.Г. Крейна - Ж. Фавара:

Kn =
4

π

∞∑
m=0

(−1)m(n+1)

(2m+ 1)n+1
, n = 0, 1, 2, ...; K̃n =

4

π

∞∑
m=0

(−1)mn

(2m+ 1)n+1
, n ∈ N,

σ2k =


0, k ≤ 2,
k∑

i=3

bki
2i−2 , k > 2,

bji =



0, i > j,

(−1)j (j − 1)!, i = 1,

bj−1
i−1 − bj−1

i (j − 1) , i ≤ j ≤ 2,

bj−1
i−1 − bj−1

i (j − 2) , i = 3 ≤ j,

−2 (i− 3) bj−1
i−1 − bj−1

i (j − 2i+ 4) , i > 3, i ≤ j.

(2.20)

Доведення. В асимптотичному розкладi функцiї ψ2 (ρ) у виглядi

ψ2 (ρ) ∼=
∞∑
k=1

γ2k (1− ρ)k,

коефiцiєнти γ2k необхiдно пов’язанi з функцiєю ψ2 (ρ) спiввiдношенням

γ2k = lim
ρ→1−

1

(1− ρ)k

ψ2 (ρ)−
k−1∑
j=1

γ2j (1− ρ)j

. (2.21)

Отже, для доведення леми 2.2 достатньо лише показати, що γ2k знайденi iз

(2.21), мають вигляд (2.19).

Застосовуючи правило Лопiталя k раз до невизначеностей виду 0/0 при

k = 1, отримаємо:

γ21 = lim
ρ→1−

ψ2(ρ)

1− ρ
= lim

ρ→1−
1

ρ

ρ∫
0

arctg t1
t1

dt1 = ψ1(0),
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а враховуючи, що при k ≥ 1

dkψ2 (ρ)

dρk
=
bk1
ρk

ρ∫
0

arctg t1
t1

dt1 +
bk2
ρk

arctg ρ+
bk3
ρk−1

1

1 + ρ2
+

+
bk4
ρk−2

1

(1 + ρ2)2
+ ...+

bkk
ρ2k−2+1

1

(1 + ρ2)k−2 ,

де через bki , i = 1, k позначено коефiцiєнти, що визначаються послiдовно за

рекурентними формулами (2.20), одержимо

γ2k = lim
ρ→1−

1

(−1)k k!

 b
k
1

ρk

ρ∫
0

arctg t1
t1

dt1 +
bk2
ρk

arctg ρ+

+
bk3
ρk−1

1

1 + ρ2
+

bk4
ρk−2

1

(1 + ρ2)2
+ ...+

bkk
ρ2k−1

1

(1 + ρ2)k−2

 =

=
(−1)k

k!

{
ψ1(0)b

k
1 + ψ0(0)b

k
2 + σ2k

}
.

Лема 2.2 доведена.

2.2. Асимптотичнi розклади верхнiх меж наближень гармонiйни-
ми iнтегралами Пуассона на класах W 2 та W 3

Теорема 2.1. Мають мiсце наступнi асимптотичнi розклади:

E (W r, Aρ)C
∼=


2
π

∞∑
k=1

{
α3k (1− ρ)k ln 1

1−ρ + β3k (1− ρ)k
}
, r = 3,

4
π

∞∑
k=1

γ2k (1− ρ)k, r = 2,
(2.22)
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де коефiцiєнти α3k, β
3
k i γ2k обчислюються вiдповiдно за допомогою формул

(2.8), (2.9), (2.10) i (2.19), (2.20).

Доведення. Згiдно з спiввiдношенням (6) iз [10]

E (W r, Aρ)C =
4

π

∞∑
k=0

(−1)k(r+1) 1− ρ2k+1

(2k + 1)r+1 . (2.23)

Права частина рiвностi (2.23) при r = 2 набуває вигляду

E
(
W 2, Aρ

)
C
=

4

π

∞∑
k=0

(−1)k
1− ρ2k+1

(2k + 1)3

i тотожно спiвпадає з функцiєю ψ2 (ρ), 0 ≤ ρ < 1 (див. (2.6)).

При r = 3 права частина рiвностi (2.23) набуває вигляду

E
(
W 3, Aρ

)
C
=

4

π

∞∑
k=0

1− ρ2k+1

(2k + 1)4

Оскiльки

2
∞∑
k=0

1− ρ2k+1

(2k + 1)4
= φ3 (ρ) ,

де φ3 (ρ) – функцiя, що визначена формулою (2.7), то маємо

E
(
W 3, Aρ

)
C
=

2

π
φ3 (ρ) .

Асимптотичнi розклади функцiй ψ2 (ρ) та φ3 (ρ) поданi в лемах 2.2 i 2.1

вiдповiдно, звiдки отримуємо твердження теореми. Теорема 2.1 доведена.



Висновки

Таким чином, у данiй магiстерськiй роботi вивчається оцiнка швидкостi на-

ближення функцiй з класiвW 2 таW 3 їх гармонiйними iнтегралами Пуассона.

Зокрема, в нiй:

Встановлено асимптотичнi розклади величин E(W r, Aρ)C для r = 2 та

r = 3 при ρ → 1−, що дозволяє виписувати константи, якi вiдповiдають

асимптотичним доданкам будь-якої степенi малостi. Показано суттєву рiзни-

цю в структурi розкладiв: для парного випадку r = 2 асимптотичний розклад

має вигляд

E(W 2, Aρ)C ∼=
4

π

∞∑
k=1

γ2k(1− ρ)k,

тодi як для непарного випадку r = 3 з’являються логарифмiчнi доданки:

E(W 3, Aρ)C ∼=
2

π

∞∑
k=1

{
α3k(1− ρ)k ln

1

1− ρ
+ β3k(1− ρ)k

}
.

Цi результати узагальнюють вiдомий результат Е.Л. Штарка для класу

W 1 на випадки r = 2 та r = 3.

25



Список використаних джерел

1. Bausov L.I. Linear methods of summing Fourier series with prescribed

rectangular matrices. I // Izv. Vysš. Učebn. Zaved. Matematika. — 1965.
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13. Kolmogoroff A.N. Zur Grössenordnung des Restgliedes Fourierscher Reihen

differenzierbarer Funktionen // Ann. of Math. — 1935. — 36, № 2. — P. 521–

526.
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Анотацiя

Жигалло М. К. Асимптотичне наближення функцiй класiв W 2 та W 3 гар-

монiйними iнтегралами Пуассона. Магiстерська робота для здобуття ступеня

магiстра за спецiальнiстю 111 «Математика». Волинський нацiональний унi-

верситет iменi Лесi Українки. Кафедра теорiї функцiй та методики навчання

математики. Луцьк, 2025. 31 с., список використаних джерел iз 16 наймену-

вань, 2 роздiли, 2 пiдроздiли.

У данiй роботi дослiджується поведiнка верхнiх меж наближень функцiй

з класiв Соболєва W 2 та W 3 їх гармонiйними iнтегралами Пуассона. Ви-

писанi асимптотичнi розклади апроксимативних характеристик E(W r, Aρ)C

при ρ → 1− для випадкiв r = 2 (парний) та r = 3 (непарний). Показано,

що для парного випадку r = 2 асимптотичний розклад не мiстить логари-

фмiчних доданкiв, тодi як для непарного випадку r = 3 з’являються члени з

ln 1
1−ρ . Коефiцiєнти розкладiв виражаються через рекурентнi спiввiдношення

та значення спецiальних функцiй ψ2(ρ) i φ3(ρ). Також виписано точнi значе-

ння величин E(W r, Aρ)C для r = 2, 3 при довiльному 0 ≤ ρ < 1. Отриманi

результати узагальнюють вiдомий результат Е.Л. Штарка для класу W 1 i

демонструють суттєву структурну рiзницю мiж асимптотичними розкладами

для парних i непарних порядкiв диференцiйовностi. При знаходженнi асим-

птотичних розкладiв використовується технiка, розроблена Е.Л. Штарком, у
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поєднаннi з методами О.П. Тiмана.

Ключовi слова: асимптотичний розклад, гармонiйний iнтеграл Пуассона,

клас Соболєва, верхня межа наближення, задача Колмогорова-Нiкольського.
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W 3 by Poisson harmonic integrals. Master’s thesis for obtaining a master’s

degree in specialty 111 "Mathematics". Lesya Ukrainka Volyn National Universi-

ty. Department of Function Theory and Methods of Teaching Mathematics. Lutsk,
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This work investigates the behavior of upper bounds of approximations of

functions from Sobolev classes W 2 and W 3 by their Poisson harmonic integrals.

Asymptotic expansions of approximation characteristics E(W r, Aρ)C as ρ → 1−

are derived for cases r = 2 (even) and r = 3 (odd). It is shown that for the even

case r = 2 the asymptotic expansion does not contain logarithmic terms, while

for the odd case r = 3 terms with ln 1
1−ρ appear. The coefficients of expansions

are expressed through recurrence relations and values of special functions ψ2(ρ)

and φ3(ρ). Exact values of quantities E(W r, Aρ)C for r = 2, 3 at arbitrary 0 ≤

ρ < 1 are also presented. The obtained results generalize the known result of E.L.

Shtark for class W 1 and demonstrate a substantial structural difference between

asymptotic expansions for even and odd orders of differentiability. The technique

developed by E.L. Shtark combined with methods of O.P. Timan is used to find

asymptotic expansions.

Keywords: asymptotic expansion, Poisson harmonic integral, Sobolev class,
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